
CHAPITRE 13 : Somme de variables aléatoires

1 Variables aléatoires X+Y et aX

Dé�nitions
La variable aléatoire X + Y prend toutes les valeurs possibles ai + bj avec 1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j ⩽ m.
Loi de probabilité de X +Y : pour toute valeur w prise par X +Y , P (X +Y = w) est la somme de toutes les probabilités
P ({X = ai} ∩ {Y = bj}) où ai + bj = w.

Dé�nitions
a désigne un nombre réel di�érent de 0.
La variable aléatoire aX prend toutes les valeurs possibles a× ai avec 1 ⩽ i ⩽ n.
Loi de probabilité de aX : pour toute valeur w prise par aX, P (aX = w) est la somme de toutes les probabilités
P ({X = ai}) où a× ai = w.

Propriétés (admises)
E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) E(aX) = aE(X), avec a ̸= 0.

Exemple

2 Variables aléatoires indépendantes

2.1 Succession d'épreuves aléatoires indépendantes

Dé�nition
On e�ectue successivement deux épreuves aléatoires indépendantes l'une de l'autre. Ainsi, l'issue de la première épreuve
n'in�uence pas l'issue de la seconde.
On note X (resp. Y ) la variable aléatoire qui donne le résultat de la première (resp. la seconde) épreuve. On dit que les
variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Conséquence
Les événements {X = ai} et {Y = bj} sont indépendants donc : P ({X = ai} ∩ {Y = bj}) = P (X = ai)× P (Y = bj).

Propriétés (admise)
X et Y sont deux variables aléatoires dé�nies sur un même univers et a est un nombre réel di�érent de 0. Si X et Y sont
indépendantes alors : V (X + Y ) = V (X) + V (Y ) V (aX) = a2V (X)

Exemple



2.2 Application à la loi binomiale

Propriétés
X est une variable aléatoire qui suit la loi Binomiale B(n; p).
Alors on a : E(X) = np V (X) = np(1− p) σ(X) =

√
np(1− p)

Démonstration
On note Xi (avec 1 ⩽ i ⩽ n) la variable aléatoire qui prend la valeur 1 en cas de succès à la n− ime épreuve et 0 sinon.
Chaque variable aléatoire Xi suit la loi de Bernoulli de paramètre p. Ainsi :
E(Xi) = (1− p)× 0 + p× 1.
V (Xi) = (1− p)(0− p)2 + p(1− p)2 = (1− p)(p2 + p(1− p)) = p(1− p).
Or, X = X1 +X2 + ...+Xn et X1, X2, ..., Xn sont indépendantes. En généralisant les propriétés de l'espérance et de la
variance d'une somme de deux variables au cas de n variables, on obtient :
E(X) = E(X1) + E(X2) + ...+ E(Xn) = p+ p+ ...+ p = np.
v(X) = v(X1) + v(X2) + ...+ v(Xn) = p(1− p) + p(1− p) + ...+ p(1− p) = np(1− p).
On en déduit que σ(X) =

√
np(1− p).

3 Somme et moyenne d'un échantillon

3.1 Échantillon de taille n

Un échantillon de taille n d'une loi de probabilité est une liste (X1;X2; ...;Xn) de n variables aléatoires indépendantes et
identiques qui suivent toutes cette loi.

3.2 Somme d'un échantillon

Dé�nition
(X1;X2; ...;Xn) est un échantillon de taille n de la loi de probabilité suivie par une variable aléatoire X.
La somme de cet échantillon est la variable aléatoire Sn = X1 +X2 + ...+Xn.

Propriétés
Sn est la somme d'un échantillon de taille n de la loi de probabilité suivie par une variable aléatoire X. On a :
E(Sn) = nE(X) V (Sn) = nV (X) σ(Sn) =

√
n× σ(X)

Exemple

3.3 Moyenne d'un échantillon

Dé�nition
(X1;X2; ...;Xn) est un échantillon de taille n de la loi de probabilité suivie par une variable aléatoire X.

La moyenne de cet échantillon est la variable aléatoire Mn =
Sn

n
.

Propriétés
Mn est la moyenne d'un échantillon de taille n de la loi de probabilité suivie par une variable aléatoire X. On a :

E(Mn) = E(X) V (Mn) =
V (X)

n
σ(Mn) =

σ(X)√
n

Exemple


