
Fiche méthode : récurrence

1 Le principe

1.1 Les étapes de raisonnement

Initialisation
On doit véri�er que ce que l'on veut montrer (encadrement, formule...) est véri�é pour un certain rang. On fera donc la
véri�cation pour le rang 0 ou le rang 1 ou etc. Cette propriété sera donc véri�ée à partir de ce rang.
Hérédité
On va supposer que ce que l'on veut montrer est vrai pour un certain rang k. En utilisant cette supposition, on doit
montrer que cela reste vrai pour le rang suivant k + 1.
Conclusion
Elle permet de résumer la démarche et le résultat obtenu.

1.2 Les trois grands types de raisonnement

� Encadrement, majoration, minoration : dans l'hérédité, il faudra toujours partir des inégalités avec uk a�n de
construire les inégalités pour uk+1.

� Formule explicite : dans l'hérédité, il faudra toujours partir du lien existant entre uk+1 et uk.

� Utilisation d'une fonction : on utilisera ici une fonction f dé�nie par la relation un+1 = f(un). Cela permettra de
prouver la croissance, décroissance ou l'encadrement d'une suite. Dans l'hérédité, il su�ra de véri�er que la fonction
est croissante a�n de conserver les inégalités.

2 Exemples

On considère une suite dé�nie par la relation un+1 = 2un + 5 avec u0 = 7. Montrer par récurrence que pour tout entier
naturel n, un = 12× 2n − 5.

Résolution

On veut montrer par récurrence la propriété, pour tout entier naturel n, P (n) : un = 12× 2n − 5.
Initialisation
On a P (0) : u0 = 12× 20 − 5 + 12− 5 = 7. D'après l'énoncé : u0 = 7. Donc P (0) est vraie.
Hérédité
Soit k ∈ N. On suppose la propriété P (k) : uk = 12 × 2k − 5 vraie. On veut montrer qu'elle est vraie au rang P (k + 1) :
uk+1 = 12× 2k+1 − 5.
On a :
uk+1 = 2uk + 5 ! (relation donné dans l'énoncé)
uk+1 = 2(12× 2k − 5) + 5 (on a remplacé uk par l'hypothèse de récurrence P (k))
uk+1 = 2× 12× 2k − 2× 5 + 5
uk+1 = 12× 2k+1 − 10 + 5
uk+1 = 12× 2k+1 − 5 ! ! (on retrouve bien la formule P (k + 1) souhaitée)
Donc la propriété au rang P (k + 1) est vraie.
Conclusion
D'après le principe de récurrence, la propriété P (n) est véri�ée pour tout entier naturel n.


