REVISIONS - SPECIALITE MATHS

Exercice 1 : Suites

La suite (1) est définie sur M par 1y = 1 et pour tout entier naturel n,
3 1
Upsl = Zu,,+zn+ 1.

1. Calculer, en détaillant les calculs, u; et iz sous forme de fraction irréductible.

2. a. Quelle formule, étirée ensuite vers le bas, peut-on écrire dans la cellule B3 de la feuille
de calcul pour obtenir les termes successifs de (i) dans la colonne B?

b. Conjecturer le sens de variation de la suite ().
3. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: n< u, < n+1.

b. Endéduire, en justifiant la réponse, le sens de variation et la limite de la suite (u,).

A B c. Démontrer que :
1 n Up Un =1
2 0 1 n—+oo 1 .
Lextrait, reproduit ci-contre, d'une feuille de 4. On dési ()1 ite défini N B
calcul réalisée avec un tableur présente les va- 3 1 1,75 - Un designe par (V) la sulte delinie suriil par vy = tn = 1 3
leurs des premiers termes de la suite (u1,). 4 2 25625 a. Démontrer que la suite (v,) est géométrique de raison e
3\
5 3 3,421875 b. En déduire que, pour tout entier naturel n,ona: u, = (Z] +n.
6 4 4,31640625
Exercice 2 _: Suites
On considére les suites (u,) et (vn) définies pour tout entier naturel n par : a. Démontrer que pour tout entier naturel n :
u = wo=1 1. ™t 1
TTE T 5 =T
Upi1 = Up+ Uy Uy Up Uy
Vpi1 = 2Uy+ Uy b. Endéduire:
Dans toute la suite de I'exercice, on admet que les suites (u,,) et (v,,) sont strictement positives. (=1t
lim

1. a. Calculez u; et vy.

b. Démontrer que la suite (1,,) est strictement croissante, puis en déduire que, pour tour ¢ Déterminer la limite de la suite (ry) et en déduire que (r,) converge vers VZ.

entier naturel n, v, = 1.
c. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: u, = n+1.
d. En déduire la limite de la suite ().

1
. v 2 _,, U
2. On pose, pour tout entier naturel n: ry = u—" Onadmetque: r, =2+ s
n n

Exercice 3 : Suites

Cécile a invité des amis a déjeuner sur sa terrasse. Elle a prévu en dessert un assortiment de giteaux
individuels qu'elle a achetés surgelés.

Elle sort les gateaux du congélateur a —19 °C et les apporte sur la terrasse ol la température est de
25°C.

Au bout de 10 minutes la température des gateaux est de 1,3 °C.

I - Premier modele

On suppose que la vitesse de décongélation est constante c’est-a-dire que I'augmentation de la tem-
pérature est la méme minute aprés minute.

Selon ce modele, déterminer quelle serait la température des gateaux 25 minutes apreés leur sortie du
congélateur.

Ce modele semble-t-il pertinent?

II - Second modele

On note T, la température des gateaux en degré Celsius, au bout de n minutes aprés leur sortie du
congélateur; ainsi Ty = —19.
On admet que pour modéliser I'évolution de la température, on doit avoir la relation suivante

Pour tout entier naturel n, Tysy — T, = —0,06 x (T, —25).
1. Justifier que, pour tout entier n, on a T4 = 0,947, + 1,5

2. Calculer T} et T>. On donnera des valeurs arrondies au dixiéme.

Exercice 4 : Géométrie

Cet exercice est un questionnaire i choix multiples. Pour chacune des questions suivantes, une seule
des quiatre réponses proposées est exacte.

Une réponse exacte rapporte un point. Une réponse fausse, une réponse multiple ou ['absence de
réponse d une question ne rapporte ni n'enléve de point.

Pour répondre, indiquer sur la copie le numéro de la question et Ia lettre de la réponse choisie.
Aucune justification n'est demandée.

SABCD est une pyramide réguliere a base carrée ABCD
dont toutes les arétes ont la méme longueur.
Le point I est le centre du carré ABCD.
Onsuppose que: IC=IB=IS=1.

Les points K, L et M sont les milieux
respectifs des arétes [SD], [SC] et [SB].

1. Les droites suivantes ne sont pas coplanaires :
a. (DK) et (SD) b. (AS) et (IC)

c. (AC) et (SB)

d. (LM) et (AD)

d. Démontrer que pour tout entier naturel n,

2+rn
1+r,

n+1 =

3. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,on a T}, < 25.
En revenant a la situation étudiée, ce résultat était-il prévisible?
4. Ftudier le sens de variation de la suite (T).
5. Démontrer que la suite (T},) est convergente.
6. On pose pour tout entier naturel n, Uy, = T, - 25.
a. Montrer que la suite (U},) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le pre-
mier terme Uy.
b. En déduire que pour tout entier naturel n, T, = =44 x 0,94" + 25,
c. En déduire la limite de la suite (T,). Interpréter ce résultat dans le contexte de la situation
étudiée.
7. a. Lefabricant conseille de consommer les gateaux au bout d'une demi-heure a température

ambiante apres leur sortie du congélateur.

Quelle est alors la température atteinte par les gateaux? On donnera une valeur arrondie
al'entier le plus proche.

b. Cécile est une habituée de ces ga qu'elle aime dég
la température de 10 °C. Donner un encadrement entre deux entiers consécutifs du temps

en minutes aprés lequel Cécile doit déguster son gateau.

lorsqu'ils sont encore frais, &

Pour les questions suivantes, on se place dans le repére orthonormé de I'espace [ 1; E, Tﬁ, E‘;)
Dans ce repére, on donne les coordonnées des points suivants :
10; 0; 0);A(-1;0; 0); B(0; 1;0); C(1; 0; 01;D(0; =1;0); 5(0; 0; 1).

2. Les coordonnées du milieu N de [KL] sont :

[1 1 l] 1 1 1 ( 11 1] d.[ 11 1]
a |- -5 i cl-=i7i5 i
4 4 4 4 472 22
3. Les coordonnées du vecteur AS sont :
1 1 2 1
a |1 b. |0 o|1 d |1
0 1 -1 1

4. Une représentation paramétrique de la droite (AS) est :

[(x=-1-r [ x = -1+2r [ x = 3 [ x=-1-1

a. y = r b. y = 0 [ y = (] d. ¥y = 1+r

z = —-r z = 1+2r z = 1+r z= 1-r
(teR) (teR) (reR) (reR)

5. Une équation cartésienne du plan (SCB) est :

a y+z—-1=0 b.x+y+z-1=0 c.x—y+z=0 dx+z-1=0



Exercice 5 : Géométrie

Dans I'espace rapporté a un repére orthonormé |Q, T,
A de coordonnées (2; 0; 0), B de coordonnées (0; 3; 0) et C de coordonnées (0; 0; 1).

~
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Lobjectif de cet exercice est de calculer I'aire du triangle ABC.

Exercice 6 : Géométrie
Dans I'espace, on considére le cube ABCDEFGH d’aréte de longueur égale a 1.
On munit I'espace du repére ort.honorrné A; AB AD AEJ

On considere le point M tel que BM = 3 BH_
Z

C

1. Parlecture graphique, donner les coordonnées des points B, D, E, G et H.
2. a. Quelle est la nature du triangle EGD? Justifier la réponse.

3
b. On admet que I'aire d'un triangle équilatéral de coté c est égale a %3.

3
Montrer que 'aire du triangle EGD est égale a %

11]
"33

4.  a. Justifier que le vecteur ;[—1 ; 1; 1) est normal au plan (EGD).

3. Démontrer que les coordonnées de M sont

7, Tk- , on considére les points :

3

1. a. Montrer que le vecteur 71‘ 2 | est normal au plan (ABC).

6

b. En déduire qu'une équation cartésienne du plan (ABC) est: 3x+2y+6z—-6=0.

2. On note d la droite passant par O et orthogonale au plan (ABC).

a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite d.

b. Montrer que la droite d coupe le plan (ABC) au point H de coordonnées [— ;8,8

49 ' 49" 49

c. Calculer la distance OH.

1
3. On rappelle que le volume d'une pyramide est donné par: V = —%8h, ol 8 est I'aire d'une

base et h est la hauteur de la pyramide correspondant a cette base.
En calculant de deux fagons différentes le volume de la pyramide OABC, déterminer 1'aire
du triangle ABC.

5.

b. Endéduire qu'une équation cartésienne du plan (EGD) est: —x+y+z—-1=0.

c. Soit # la droite orthogonale au plan (EGD) et passant par le point M.
Montrer qu'une représentation paramétrique de cette droite est :

2
X = ==t
3
1
D : = —4+¢t ,teR
Y3
1
z = =+t
3
Exercice 7 : Fonctions
Partie 1 : Etude d’'une fonction auxiliaire
Soit la fonction f définie sur I'intervalle [1; 4] par:
f(x)=-30x+50+35Inx.

1. Onrappelle que f’ désigne la fonction dérivée de la fonction f.
a. Pour tout nombre réel x de l'intervalle [1; 4], montrer que :

35 30.
flo= i

b. Dresser le tableau de signe de f'(x) sur 'intervalle [1; 4].
¢. En déduire les variations de f sur ce méme intervalle.

2. Justifier que 'équation f(x) =
[1; 4] puis donner une valeur approchée de & 2 10~ pros.

3. Dresser le tableau de signe de f(x) pour x € [1; 4].

Le cube ABCDEFGH est représenté ci-dessus selon une vue qui permet
de mieux percevoir la pyramide GEDM, en gris sur la figure :

G z

A

Le but de cette question est de calculer le volume de la pyramide GEDM.
a. SoitK, le pied de la hauteur de la pyramide GEDM issue du point M.
2 2
Démontrer que les coordonnées du point K sont ( 3737 3)

b. En déduire le volume de la pyramide GEDM.
On rappelle que le volume V d'une pyramide est donné par la formule

bxh
V= % oit b désigne l'aire d'une base et h la hauteur associée.

Partie 2 : Optimisation

Une entreprise vend du jus de fruits. Pour x milliers de litres vendus, avec x nombre réel de
I'intervalle [1; 4], 'analyse des ventes conduit & modéliser le bénéfice B(x) par l'expression
donnée en milliers d’euros par :

3.
0 admet une unique solution, notée a, sur l'intervalle

B(x) = —15x* +15x +35xIn x.

. D'apresle modele, calculer le bénéfice réalisé par I'entreprise lorsqu’elle vend 2 500 litres

de jus de fruits.
On donnera une valeur approchée a I'euro preés de ce bénéfice.

. Pour tout x de l'intervalle [1; 4], montrer que B'(x) = f(x) olt B’ désigne la fonction

dérivée de B.
a. A l'aide des résultats de la partie 1, donner les variations de la fonction B sur
I'intervalle [1; 4].
b. En déduire la quantité de jus de fruits, au litre prés, que 'entreprise doit vendre
afin de réaliser un bénéfice maximal.



Exercice 8

Soit f la fonction définie sur I'intervalle |0 ; +oo[ par : flx) = i_
X

On note 6 la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonorme.

: Fonctions

4. Soit m un nombre réel. Préciser, en fonction des valeurs du nombre réel m, le nombre de
solutions de I'équation f(x) = m.

5. On note A la droite d’équation y = —x.

On note A un éventuel point de € d’abscisse a en lequel la tangente a la courbe € est

1. a. Préciserlalimite dela fonction f en +oo.

b. Justifier que I'axe des ordonnées est asymptote a la courbe €y.
2. Montrer que, pour tout nombre réel x de l'intervalle ]0; +ool,ona:

Xy —
f’(x):e (x2 1)

X
3. Déterminer les variations de la fonction f sur I'intervalle |0 ; +col.

ol f”" désigne la fonction dérivée de la fonction f.

On établira un tableau de variations de la fonction f dans lequel

a.

parallele ala droite A.

Montrer que a est solution de I'équation e¥(x— 1) + x> = 0.
On note g la fonction définie sur [0; +oo| par g(x) = e*(x—1) + x%.
On admet que la fonction g est dérivable et on note g’ sa fonction dérivée.

b. Calculer g’(x) pour tout nombre réel x de l'intervalle [0 ; +col, puis dresser le tableau

de variations de g sur [0; +ool.

c. Montrer qu'il existe un unique point A en lequel la tangente a €y est parallele a la

apparaitront les limites. droite A.
Exercice 9 : Fonctions
Partie A 3. Onadmet que la distance AM est minimale si et seulement si AM? est minimal.
Soit g la fonction définie sur I'ensemble des nombres réels R, par Déterminer les coordonnées du point de la courbe & tel que
la distance AM est minimale.
1 4
g(x) =x2+x+—+ﬁ,
4 (+ef) 4. On admet que la fonction f est dérivable sur R et on note f” sa fonction dérivée.

On admet que la fonction g est dérivable sur R et on note g’ sa fonction dérivée. a. Calculer f'(x) pour tout réel x.

1. Déterminer les limites de g en +oo et en —co. b. Soit T la tangente  la courbe € au point B.

. ' . . I en —
2. On admet que la fonction g’ est strictement croissante sur R et que g'(0) = 0. Démontrer que I'équation réduite de T est y = x o
Déterminer le signe de la fonction g’ sur R. ) ) o 2 )
3. Dresser le tableau de variations de la fonction g et calculer le minimum de la fonction g 5. Démontrer que la droite T'est perpendiculaire 3 Ia droite (AB).
surR.
fa E
Partie B | —
Soit f la fonction définie sur Rpar: f(x)=3- —. - .............
I+e
On désigne par € la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O 07, T), repré- 1 L L
sentée dans la figure ci-dessous.
1

Soit A le point de coordonnées (_E H 3].

1. Démontrer que le point B(0; 2) appartient 4 €. partie B.

Exercice 10
On considere la fonction f définie sur 'intervalle 0 ; +col par:

2. Soit x un réel quelconque.
On note M le point de la courbe ‘6} de coordonnées (x; f(x)).
Démontrer que AM? = g(x).

: Fonctions

f(x)=x+4-4In(x —%

oi1 In désigne la fonction logarithme népérien.
On note € la représentation graphique de f dans un repére orthonormé.

Exercice 11

1. Déterminer la limite de la fonction f en +co.
2. On admet que la fonction f est dérivable sur J0 ; +co et on note f sa fonction dérivée.

Démontrer que, pour tout nombre réel x >0, ona:
x> —4x+3

= e

: Probabilités

Dans une école de statistique, aprés étude des dossiers des candidats,
le recrutement se fait de deux fagons :

10 % des candidats sont sélectionnés sur dossier. Ces candidats
doivent ensuite passer un oral a I'issue duquel 60 % d’entre eux
sont finalement admis a I'école.

Les candidats n"ayant pas été sélectionnés sur dossier passent
une épreuve écrite a I'issue de laquelle 20 % d’entre eux sont
admis a I'école.

Partie 1

On choisit au hasard un candidat & ce concours de recrutement. On notera :

» DI'évenement «le candidat a été sélectionné sur dossier »;

s Al'événement «le candidat a été admis a I'école »;

« Det Ales événements contraires des événements D et A respectivement.

. Traduire la situation par un arbre pondéré.

. Calculer la probabilité que le candidat soit sélectionné sur dossier et admis a I'école.

. Montrer que la probabilité de I'événement A est égale 4 0,24.

W e

. On choisit au hasard un candidat admis a I'école. Quelle est la probabilité que son dossier
n'ait pas été sélectionné?

3.

a. Donner le tableau de variations de la fonction f sur I'intervalle ]0 ; +ool.
On y fera figurer les valeurs exactes des extremums et les limites de f en 0 et en +oo.
On admettra que lir% f(x) =—o0.
X
b. Parsimple lecture du tableau de variations, préciser le nombre de solutions de I'équa-
tion f(x) = —.
f(x) 3

4. Etudier la convexité de la fonction f c’est-a-dire préciser les parties de I'intervalle |0 ; +oo[

sur lesquelles f est convexe, et celles sur lesquelles f est concave.
On justifiera que la courbe ¢ admet un unique point d’inflexion, dont on précisera les
coordonnées.

Partie 2

1. On admet que la probabilité pour un candidat d’étre admis a I'école est égale a 0,24.
On considére un échantillon de sept candidats choisis au hasard, en assimilant ce choix a
un tirage au sort avec remise. On désigne par X la variable aléatoire dénombrant les candi-
dats admis a I'école parmi les sept tirés au sort.
a. Onadmet que la variable aléatoire X suit une loi binomiale. Quels sont les parametres
de cette loi?
b. Calculer la probabilité qu'un seul des sept candidats tirés au sort soit admis a I'école.
On donnera une réponse arrondie au centiéme.
c. Calculer la probabilité qu'au moins deux des sept candidats tirés au sort soient admis
a cette école. On donnera une réponse arrondie au centiéme.
2. Un lycée présente n candidats au recrutement dans cette école, o1 n est un entier naturel
non nul.
On admet que la probabilité pour un candidat quelconque du lycée d’étre admis a I'école
est égale a 0,24 et que les résultats des candidats sont indépendants les uns des autres.
a. Donner l'expression, en fonction de n, de la probabilité qu'aucun candidat issu de ce
lycée ne soit admis a I'école.

b. A partir de quelle valeur de I'entier n la probabilité qu'au moins un éléve de ce lycée
soit admis al’écale est-elle sunérieure ou égale 4 0,992



Exercice 12 : Probabilités

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples. Pour chacune des questions suivantes, une seule
des quatre réponses proposées est exacte.
Aucune justification n'est demandée.

PARTIEII

Une urne contient 5 boules vertes et 3 boules blanches, indiscernables au toucher.
On tire au hasard successivement et sans remise deux boules de I'urne.

PARTIE1 On considére les événements suivants :
Dans un centre de traitement du courrier, une machine est équipée d'un lecteur optique auto- « V) :«lapremiére boule tirée est verte »;
matique de reconnaissance de 'adresse postale. Ce systéme de lecture permet de reconnaitre + B :«lapremitre boule tirée est blanche »;

convenablement 97 % des adresses; le reste du courrier, que I'on qualifiera d’illisible pour la ma-

. . . « V5 «laseconde boule tirée est verte »;
chine, est orienté vers un employé du centre chargé de lire les adresses. 2 !

Cette machine vient d'effectuer la lecture de neuf adresses. On note X la variable aléatoire qui * Bz :«lasecondeboule tirée est blanche ».
donne le nombre d'adresses illisibles parmi ces neuf adresses. 4. La probabilité de V; sachant que V; est réalisé, notée Py, (V2), est égale & :
On admet que X suit la loi binomiale de paramétres n=9et p =0,03.
a 5 b 4 c 5 d 20
1. La probabilité qu'aucune des neuf adresses soit illisible est égale, au centiéme prés, a : "8 "7 " 14 " 56
a.0 b. 1 c. 0,24 d. 0,76 5. La probabilité de I'événement V; est égale a:
2. La probabilité qu'exactement deux des neuf adresses soient illisibles pour la machine est : 5 5 3
- a. — b. = c. — d. -
a. (§) x0,97% x 0,037 b. (3) 0,972 x 0,037 8 7 28

¢ [3) x0,97" <0,03” d. (3) x0,977 x 0,032

3. La probabilité qu'au moins une des neuf adresses soit illisible pour la machine est :

a. P(X<1) b. P(X<1) c. P(X=2) d 1-P(X=0)
Exercice 13 : Probabilités
Les probabilités demandées dans cet exercice seront arrondies a 1073, Partie B

Un laboratoire pharmaceutique vient d’élaborer un nouveau test anti-dopage.

Partie A
Une étude sur ce nouveau test donne les résultats suivants :

Dans une compétition sportive, on admet que la probabilité qu'un athléte contr6lé présente un test
positif est 0,103.

1. Dans cette question 1., on suppose que les organisateurs décident de controler 5 athlétes au
hasard parmi les athletes de cette compétition.
On note X la variable aléatoire égale au nombre d'athlétes présentant un test positif parmi les
5 athlétes controlés.

+ si un athléte est dopé, la probabilité que le résultat du test soit
positif est 0,98 (sensibilité du test);
+ siunathléte n'est pas dopé, la probabilité que le résultat du test
soit négatif est 0,995 (spécificité du test).
On fait subir le test a2 un athlete sélectionné au hasard au sein des
participants a une compétition d'athlétisme.
On note D I'événement « 'athléte est dopé» et T I'événement « le test est positif ».
On admet que la probabilité de I'événement D est égale 4 0,08.

a. Donner la loi suivie par la variable aléatoire X. Préciser ses parameétres.
b. Calculer I'espérance E(X) et interpréter le résultat dans le contexte de l'exercice.
c. Quelle est la probabilité qu'au moins un des 5 athlétes contrdlés présente un test positif?

Combien d'athlétes faut-il contréler au minimum pour que la probabilité de I'événement «au
moins un athléte contrdlé présente un test positif » soit supérieure ou égale 4 0,752 Justifier.

1. Traduire la situation sous la forme d'un arbre pondéré. 2
2. Démontrer que P(T) =0,083.
3.  a. Sachant qu'un athléte présente un test positif, quelle est la probabilité qu'il soit dopé?

b. Le laboratoire décide de commercialiser le test si la probabilité de I'événement « un ath-
léte présentant un test positif est dopé » est supérieure ou égale a 0,95.
Le test proposé par le laboratoire sera-t-il commercialisé? Justifier.

Exercice 14 : Suites - Probabilités

Dans une entreprise, on s'intéresse a la probabilité qu'un salarié soit absent durant
une période d'épidémie de grippe.

2. a. Recopier sur la copie et compléter I'arbre de probabilité donné ci-dessous

En+1
« Un salarié malade est absent

« La premiére semaine de travail, le salarié n'est pas malade. Pr

E"\\_T__

« Sila semaine n le salarié n'est pas malade, il tombe malade la semaine Eni1
n+ 1 avec une probabilité égale a 0,04.
+ Silasemaine n le salarié est malade, il reste malade la semaine n+ 1 avec <o Epn

une probabilité égale 4 0,24.

E/
l’i‘-\\

On désigne, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, par E, I'événement E
T n+l1

«le salarié est absent pour cause de maladie la n-ieme semaine ».

On note p,, la probabilité de I'événement E,,. b. Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égala 1, p,4+1 =0,2p,, +0,04.

On a ainsi: p =0 et, pour tout entier naturel n supérieur ou égalal:0< p, <1. c. Montrer que la suite (u,) définie pour tout entier naturel n
supérieur ou égal a 1 par i, = p,—0,05
est une suite géométrique dont on donnera le premier terme et la raison r.

1. a. Déterminer la valeur de p; al'aide d’un arbre de probabilité.

b. Sachant que le salarié a été absent pour cause de maladie la troisieme semaine,
déterminer la probabilité qu'il ait été aussi absent pour cause de maladie la
deuxieme semaine.

En déduire I'expression de u,, puis de p, en fonctionde net r.
d. En déduire la limite de la suite (pp).

Exercice 15 : Suites - Probabilités

Un détaillant en fruits et légumes étudie I'évolution de ses ventes de melons afin de pouvoir anticiper
ses commandes. Le détaillant réalise une étude sur ses clients. Il constate que :

Dans la suite, on pose pour tout entier 732 1: p, = P(A,). Onaainsi p; = 1.

— parmi les clients qui achétent un melon une semaine donnée, 90 % d'entre eux achétent un 2. Démontrer que, pour tout entier 7.2 1: pyy1 =0,5p, +0,4.

melon la semaine suivante; 3. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier n = 1: p,, >0,8.

— parmi les clients qui n'achétent pas de melon une semaine donnée, 60 % d’entre eux n'achétent
pas de melon la semaine suivante.

On choisit au hasard un client ayant acheté un melon au cours de la semaine 1 et, pour # 3 1, on note
Ap I'évenement : « le client achéte un melon au cours de la semaine 7 ».
Onaainsi p(A4;) =1.
1. a. Reproduire et compléter 'arbre de probabilités
ci-contre, relatif aux trois premiéres semaines.
b. Démontrer que p(As) = 0,85.
¢. Sachant que le client achete un melon au cours
de la semaine 3, quelle est la probabilité qu'il en
ait acheté un au cours de la semaine 27
Arrondir au centieme. 3

/Az
Al\
A

b. Démontrer que la suite (p,) est décroissante.
c. Lasuite (p,) est-elle convergente?
4. On pose pour toutentier n = 1: v, = p,—0,8.
a. Démontrer que (v,) est une suite géométrique dont on donnera
le premier terme v et la raison.
b. Exprimer v, en fonction de n.
En déduire que, pour toutn =1, p, =0,8+0,2x0, -1,

c. Déterminer la limite de la suite (p,,).



Exercice 16 : Suites - Probabilités

Une plateforme informatique propose deux types de jeux vidéo : un jeu de type Aetun jeude type B.  Dans la suite de I'exercice, on note a la probabilité que le joueur joue
On admet que, dés que le joueur achéve une partie, la plateforme lui propose une nouvelle partie  au jeu A lors de sa premiére partie, ol @ est un nombre réel appartenant
selon le modéle suivant : a l'intervalle [0 ; 1].
— si le joueur achéve une partie de type A, la plateforme lui propose de jouer & nouveau une
partie de type A avec une probabilité de 0,8;
— si le joueur achéve une partie de type B, la plateforme lui propose de jouer a nouveau une
partie de type B avec une probabilité de 0,7. 2. Fiude d'un cas particulier. Dans cette question, on suppose que a = 0,5.
Pour une entier naturel n supérieur ou égal a 1, on note A, et B, les événements :
A, : «la n-ieme partie est une partie de type A.»
B : «la n-ieme partie est une partie de type B.»

La suite (ap) est donc définie par : a; = a, et pour tout entier naturel n = 1,
an+1 =0,5a, +0,3.

a. Montrer par récurrence, que pour tout entier naturel n = 1,
ona:0<an<0,6.

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, on note a, la probabilité de I'événement A,. b. Montrer que la suite (a,) est croissante.
c. Montrer que la suite (an) est convergente et préciser sa limite.
L Ans1 3. Ftude du cas général. Dans cette question, le réel a appartient
1. a. Recopier et compléter I'arbre pondéré A,y = alintervalle [0; 1]
ci contre — T o . .
an But1 On considére la suite (1) définie pour tout entier naturel
b. Montrer que pour tout entier naturel < n=1par ty = an—0,6.
nzl,ona: . . )
=1, ~ . Apn a. Montrer que la suite (1,,) est une suite géométrique.
@pe1 =0,5a, +0,3 By —— . b. En déduire que pour tout entier naturel n = 1,ona:
= Bn+1 a, =(a-0,6) x 0-5“_1 +0,6.

¢. Déterminer la limite de la suite (ay). Cette limite
dépend-elle de la valeur de a?

d. La plateforme diffuse une publicité insérée en début des
parties de type A et une autre insérée en début des parties de type B.

Quelle devrait-étre la publicité la plus vue par un joueur s'adonnant
intensivement aux jeux vidéo?

Exercice 17 : Dénombrement

Dans cette partie les urnes U, et U, sont remises dans leur configuration initiale, avec res- 2. Combien y a-t-il de tirages possibles de deux boules

pectivement 4 boules noires et 6 boules blanches dans I'urne U; et 1 boule noire et 3 boules simultanément dans I'urne U; contenant exactement
blanches dans l'urne Us. une boule blanche et une boule noire?

On considére la nouvelle expérience aléatoire suivante : 3. La probabilité de piocher une boule noire dans

On pioche simultanément deux boules dans I'urne U; que 'on place dans l'urne Uy, puis on l'urne Us avec cette nouvelle expérience est- elle
pioche au hasard une boule dans I'urne Uj,. supérieure i la probabilité de tirer une boule noire

dans I'urne U, avec I'expérience de la partie A?

1. Combien y a-t-il de tirages possibles de deux boules N
Justifier votre réponse.

simultanément dans |'urne U, ?

Exercice 18 : Dénombrement

Un sac opaque contient huit jetons numérotés de 1 4 8, indiscernables au toucher. Puisqu’il s’agit d'un tirage avec remise, les variables aléatoires X, X», et X3
A trois reprises, un joueur pioche un jeton dans ce sac, note son numéro, puis le remet  sont indépendantes et suivent la méme loi de probabilité.

dans le sac,

Dans ce contexte, on appelle « tirage » la liste ordonnée des trois numéros obtenus.

Par exemple, si le joueur pioche le jeton numéro 4, puis le jeton numéro 5, puis le jeton
numeéro 1, alors le tirage correspondant est (4; 5; 1).

3. Etablir laloi de probabilité de la variable aléatoire X,
4. Déterminer l'espérance de la variable aléatoire X,

On note S = Xj + X2 + X3 la variable aléatoire égale a la somme des
1. Déterminer le nombre de tirages possibles. numeéros des trois jetons piochés.

2. a. Déterminer le nombre de tirages sans répétition de numéro. 5. Déterminer I'espérance de la variable aléatoire S.

b. En déduire le nombre de tirages contenant au moins une répétition de nu- 0+ Déterminer P(§ =24).

méro. 7. Siun joueur obtient une somme supérieure ou égale a 22,
alors il gagne un lot.
On note X la variable aléatoire égale au numéro du premier jeton pioché, X» celle égale a. Justifier qu'il existe exactement 10 tirages permettant de
au numéro du deuxiéme jeton pioché et X; celle égale au numéro du troisiéme jeton gagner un lot.

pioché. b. En déduire la probabilité de gagner un lot.

Exercice 19 : Equations différentielles

On considére I'équation différentielle

ix

1
(B): y'+ 7V= 20e7 1%,
d’'inconnue y, fonction définie et dérivable sur I'intervalle [0 ; +ool.

1. Déterminer lla valeur du réel a tel que la fonction g définie sur 'intervalle [0 ; +oo[ par
g(x) = axe”7¥ soit une solution particuliére de I'équation différentielle (E).

2. On consideére 1 equatlon différentielle
(E ] ¥ + _ly 0’

d'inconnue y, fonction définie et dérivable sur l'intervalle [0 ; +ool.

Déterminer les solutions de I'équation différentielle (E).
3. En déduire les solutions de I'équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution f de I'équation différentielle (E) telle que f(0) = 8.



Exercice 20 : Equations différentielles

Lobjectif de cette partie est d'étudier I'équation différentielle suivante :

1
E f=y—=)h
B y=y-g¥
On rappelle qu'une solution de I'équation (E) est une fonction u définie et dérivable sur R
telle que pour tout x réel, ona:

, 1
u (x]=u(x)—glu(x)]2.

1. Montrer que la fonction f définie dans la partie A est une solution de I'équation dif-
férentielle (E).

2. Résoudre I'équation différentielle ' = —y + %

3. On désigne par g une fonction dérivable sur R qui ne s"annule pas.
On note h la fonction définie sur R par h(x) = ﬁ
On admet que h est dérivable sur B, On note g' et h’ les fonctions dérivées de g et h.

1
a. Montrer que si h est solution de I'équation différentielle y' = -y + 5 alors g est

1
solution de I'équation différentielle y' = y — E ¥
b. Pour tout réel positif m, on considére les fonctions g, définies sur R par :
8 = T e
Montrer que pour tout réel positif m, la fonction g, est solution de I'équation
1
différentielle (E): y'=y— : ¥

Exercice 21 : Intégrale
On considere la fonction f définie sur R par f(x) =x—In(x*+1),

olt In désigne la fonction logarithme népérien.

1. Frudierle signe de la fonction f sur [0; +ool.

2. Interpréter graphiquement l'intégrale : 4

I= f flx)dx.
2

3. On admet dans cette question que, pour tout nombre réel x € [2 ; 4], on a I'encadre-

ment:
0,5x-1< f(x) <0,25x+0,25.

En déduire 'encadrement : 1<I<2.

Exercice 22 : Intégrale

Dans cette partie, on considére que la fonction f, définie et deux fois dérivable sur [0 ; +oo[
est définie par
flx) = dx -2

On notera respectivement f' et " la dérivée et la dérivée seconde de la fonction f.

1. Etude de la fonction f

a. Montrer que f'(x) = (—4x +6)e~**L,
b. Utiliser ce résultat pour déterminer le tableau complet des variations de la
fonction f sur [0; +col. On admet que lil;ﬂ flx)=0.
X—+00

c¢. Etudier la convexité de la fonction f et préciser 'abscisse d'un éventuel point
d'inflexion de la courbe représentative de f.

2. On considére une fonction F définie sur [0 ; +oo[ par F(x) = (ax+ ble™**!, o1 a et
b sont deux nombres réels.

a. Déterminer les valeurs des réels a et b telles que la fonction F soit une primi-
tive de la fonction f sur [0; +ool.

b. On admet que F(x) = (—4x — 2)e **! est une primitive de la fonction f sur
[0; +o0].
En déduire la valeur exacte, puis une valeur approchée a 10~2 prés, de l'inté-
grale

8
I:j; flxdx.



REVISIONS - SPECIALITE MATHS - CORRECTION

Exercice 1 : Suites

3 1
La suite (u,) est définie sur N par up = 1 et pour tout 1, ., = H Uy + ;n +1.

7

1. Pour n=0, 1 = g, :3_110+lx0+1:% *xlel=o. principe
3 1 3 71 41
Pour n=1, 1 = U141 st prlel=gxososl=qn
A B

1 n Up

Lextrait, reproduit ci-contre, d’'une feuille de 2 0 1

calcul réalisée avec un tableur présente les va- 3 1 1,75

leurs des premiers termes de la suite (). 4 2 2,5625
5 3 3,421875
6 4 4,316 406 25

2. a. Laformule, étirée ensuite vers le bas, que I'on peut écrire dans la cellule B3 de la feuille lim 1 -
de calcul pour obtenir les termes successifs de (i) dans la colonne B est : n—+o0o
=3/4*B2+1/4%A2 +1.

b. La suite (u,) semble croissante.
3.  a. Soit#, lapropriéé:n<u, <n+1.

a. Pour tout n,

c. Pour tout n, 1t < up < n+1donc pour tout n>0,0na:1<

Odonc lim 1+
n—+co

* Conclusion
La propriété est vraie au rang 0, et elle est héréditaire pour tout n 2 0; d’aprés le

de récurrence, la propriété est vraie pour tout n = 0.

Ona donc démontré que, pour tout entier naturel n, ona:n< u, <n+l.
b. D’aprés la question précédente :
* Pourtout n, n < up < n+1donc n+1< iy < n+2done

NE Uy € n+]1 € Uy < n+2dollontire wy, < Uy, ce quidémontre que la suite
(up) est croissante.

* Pourtout n, n < un;or lim n=+oodone, par comparaison, lim un =+oc.
n—=too n—+oo

u, n+1 .
=2 < —— clest-a-dire :
n n

u, 1
1€ —=<l+=.
n n

—=1
n
n

Donc, d'aprés le théoréme des gendarmes : . l_nzn % =1

4. On désigne par (v,) la suite définie sur M par v, = u, - n

Un = U — 1 dONC Up = Uy + 1.

« Initialisation 1 1 1 3 3 3 3 3
Pour n=0, ug =1 et 0 < 1 < 1 donc 2 est vraie. u"*'iu”‘;l_lm‘r )7Zu"+zn+ —ne 7;(U"+”)_Zr'7;v"+4_’l_;”74_u”
vg=1p—0=
« Hérédité o=t

On suppose 2, vraie, c'est-a-dire : n < u, < n+1 (hypothése de récurrence).

3 3
ngu,lgfnl=Zugzungz(n+l)
P SV - P
4 4 T4 T 14
<3 +1 < 3
= n -, -n n+-=
R R

3 1 3 7
'=R+l$zﬂn+zn+léﬂ+z+l=’H+1$Hm1$'l+z

doncn+ 1<y <n+2.
On a démontré que la propriété était vraie aurang n+ 1.

Exercice 2 : Suites

1. a m=u+ry=1+1=2etin=2xw+rg=2x1+1=3.
b. Pour tout n, vy = 2u, + v, donc v, — v, = 20,
On a admis que la suite (1,,) était strictement positive donc, pour tout n, i, >0; onen
déduit que, pour tout n, vp+1— 'y > 0 donc que la suite (v,) est strictement croissante.
La suite (vy) est strictement croissante donc, pour tout n, vy = vg donc vy = 1.
c. Soit 2, la propriété: uy = n+1.
On démontre cette propriété par récurrence.
+ Initialisation
Pourn=0,u,=uy=1et n+1=1donc u, = n+1; 2, est vraie.
Hérédité
On suppose que 22, est vraie (hypothése de récurrence) et on va démontrer que
ZPn+1 est vraie.
2Py vraie équivaut a up = n+ 1.
Up+1 = Up+ Up; OF Uy = n+ 1 et, d’'aprés la question 1.b, v, = 1. On en déduit que
Up+1 = n+2etdonc que la propriété est vraie aurang n+ 1.
Conclusion
La propriété 22, est vraie au rang 0, et elle est héréditaire pour tout n z 0; d’aprés
le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n = 0.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel n, 1, = n+1.

d. Pourtout n, uy = n+1;0r lim n+1=+oo, donc par comparaison, lim u, = +oo.
n—+oo n—+oco

Exercice 3 : Suites

3
Donc la suite (vy) est géométrique de raison g = 7 et de premier terme v = 1.
31
b. Onen déduit que, pour tout i, v, = vy x §" = (;] .

3\n
Comme u, =v,+n,onaiy,= [Z +n.

(_”n+l
i

. v
2. On pose, pour tout entier naturel n : ry, u—" Onadmet que: r2 =2+
n

a. (~1)""! vaut soit —1, soit 1 selon la parité de n; donc -1 < (-1)""!1 < 1.
On sait que i, > 0 done 1 > 0.

(71)u+1

]

u"

1

=5
uy

Al

1
On divise par 12 et on obtient : — -
1
n
Onsait que lim u, = +oodonc lim uf, = +o0.
n—+oa H—+00

1
Onendéduitque lim —— = lim —=0.
n—too Ao
—1)+t 1
S
uﬂ u’]i

. 1
On sait de plus que, pour tout n: —— <

n

Donc, d'apreés le théoréme des gendarmes, on peut dire que : "lilp
-1) n+l
—_—

Uy
On peut en déduire que la suite (r;) converge vers vZ

[_l]ufl

ri=2 5
I

2 et

=0,donc: lim rﬁ =2
n—+oa n—+ea

Pour tout entier naturel n,

Un
Uy
Tn

Uy

Un
U [2 + —]
_ Va1 _ 2up + vy _ Up ) _

2+rp

Un+1 lp +Up u [
n

Fn+1 = b
l+ﬁ] 1+ 14 rn

Un

I - Premier modéle 4. Onsait que quel que soit n€N, T,y — T, =—0,06x (T, —25).
D’aprés la question précédente T, < 25 soit en multipliant par 0,06 :
En 10 minutes la température aaugmenté de 1,3—(-19) = 1,3+19 = 20,3 soit une augmentation
o 0,067, <0,06x 25, 0u0,06T,<1,5
de 2,03 °C.
Selon ce premier modele I"'augmentation de la température serait au bout de 25 minutes de et en prenant les opposés : —1,5 < -0,06T,, et enfin en ajoutant a chaque membre 1,5
25x%2,03=50,75 (°C). 0<—0,6T, +1,5.
Les giteaux seraient donc & une température de —19 + 50,75 = 31,75(°C) alors que la tempéra- o ' . .
ture ambiante est de 25 °C : c’est impossible, donc ce modele n'est pas pertinent. On a donc démontré que quel que soit n €N, Ty.y — T, > 0: la suite (T,) est donc
croissante.
5. On a donc démontré que la suite (7)) est croissante et majorée par 25 : elle converge

II - Second modele
1. Ona Ty =Ty = =006 (T, —25) <= Ty =Ty =-0,06T,+1,5 < Ty =T, -
0,067, +1,5 < Ty41=0,94T, +1,5.

+ Avec n =0, la relation précédente donne T; = 0,94 x (-19)+1,5=1,5-17,86 = - 16,36;

+ Avec n = 1, la relation précédente donne T> = 0,94 x (-16,36) + 1,5 = 1,5- 15,3784 =
—13,8784.

w

. Initialisation Ty = —19 < 25. Linégalité est vraie au rang 0.
Hérédité Supposons que pour n €N, T, < 25 alors en multipliant par 0,94 :
0,94T,, < 0,94 x 25, s0it 0,947, < 23,5.
D’ol1 en en ajourant 2 chaque membre 1,5:
0,94T, +1,5 < 23,5+ 1,5, soit finalement T, < 25 : I'inégalité est vraie au rang n.

Conclusion : 'inégalité est vraie au rang 0 et si elle est vraie au rang n, elle l'est aussi au
rang n+1.

D’apres le principe de récurrence : quel que soit n €M, T, < 25.

Ceci correspond a une évidence : la température des gateaux ne peut dépasser la tempé-
rature ambiante.

donc vers une limite £ telle que ¢ < 25.
6. On pose pour tout entier naturel n, Uy, = T;, — 25.

a. Quelquesoit neM, U,y = T4 —25=0,94T, +1,5-25 ou encore

23,5
Un+1 = 0,94T, — 23,5 = 0,94 | T — 091

0,94U,, :cette égalité montre que la suite (UJ,,) est une suite géométrique de raison
0,94 et de premier terme Up = Tp—25=-19-25=-44

] = 0,94 (T, —25), soit finalement Ty =

. On sait que quel soit n €N, U, = Uy x0,94" ou
U, = —44 x 0,94".
OrUpn=Tn—25 < Tn=Un+250uencore Tp = —44x0,94" + 25, soit finalement :
T, =25-44x0,94",quel que soit n€N

Comme 0<0,94 <1, on sait que "l'upmo, 94" =0, d'ol1 par somme de limites :
lim T, =£=25.
n—+oo

Ona Tz5 = 25— 44 x 0,97 = 15,632 soit environ 16°C.

. La calculatrice donne Ti; = 9,63 et Tig = 10,55, donc Cécile devra déguster son
giteau entre la 17° et la 18° minute aprés sa sortie.



Exercice 4 : Géométrie

1. Les droites suivantes ne sont pas coplanaires :

a. (DK) et (SD) b. (AS) et (IC) c. (AC) et (SB) d. (LM) et (AD)

On procéde par élimination.
+ Les droites (DK) et (SD) sont sécantes en D donc coplanaires; on élimine a.
* Les droites (AS) et (IC) sont sécantes en A donc coplanaires; on élimine b.

*+ Les droites (LM) et (AD) sont toutes deux paralleles a (BC) donc paralléles entre
elles; elles sont donc coplanaires; on élimine d.

Réponse c.

Pour les questions suivantes, on se place dans le repére orthonormé de I'espace [ I; E, ﬁ, E]
Dans ce repére, on donne les coordonnées des points suivants :

1(0; 0; 0); A(=1; 0; 0); B(0; 15 0); C(1; 0; 01;D(0; —1; 0);S(05 0 1).

2. Les coordonnées du milieu N de [KL] sont :

a[1.1_1] _1] d(l_ll]
47474 "2 22

* Le milieu K de [SD] a pour coordonnées (0 ; —% : %J

+ Le milieu L de [SC] a pour coordonnées (% ; 0; 4).

+ Le milieu N de [KL] a donc pour coordonnées [% e

1.1
42

Réponse b.

Exercice 5 : Géométrie

3
1.
6

a. Pour montrer que le vecteur ; 2| est normal au plan (ABC), il suffit de démontrer

3. Les coordonnées du vecteur AS sont :

y

| Réponseb.

)

4. Une représentation paramétrique de la droite (AS) est :

x = -1-t x = -l+2r [ x = t x = -1-t
ad y = t b.{ y = 0 “1r = a di{ y = 141

z = -t z = 1+2t z = 1+ z = 1-¢
(teR) (tER) el (teR)

La droite (AS) a pour vecteur directeur E (1; 0; 1); la seule représentation qui
convienne est la c.

Réponse c.

5. Une équation cartésienne du plan (SCB) est :

a y+z—1=0

1

b.x+y+z-1=0| ex-y+z=0 dx+z-1=0

On procéde par élimination.
¢ Le plan d’'équation y + z— 1 =0ne contient pas C(1; 0; 0); on élimine a.
* Le plan d'équation x — y + z =0 ne contient pas S(0; 0; 1); on élimine c.
¢ Le plan d'équation x + z—1=0ne contient pas B(0; 1; 0); on élimine d.

Réponseb.

b. La droite d coupe le plan (ABC) au point H.

que ce vecteur est orthogonal & deux vecteurs directeurs du plan (ABC), par exemple
AE et AC.

ﬁ a pour coordonnées (-2 ; 3; 0) doncA_B'-z =—-2x3+3x2+0x6 =0donc ﬁ L;.
E apour coordonnées (—-2; 0; 1) donc;’rc’;; =-2x3+0x2+1x6=0donc IC’ J_;.
Daonc le vecteur Tl' est normal au plan (ABC).

v

Le plan (ABC) est I'ensemble des points M (x ; y ; z) tels que m 1 Ti. c'est-a -dire
AM -7 = 0. Or AM a pour coordonnées (x—2; y; z).

AM- 71 =0 e (x-2)x3+yx2+2x6=0 <> 3x+2y+62-6=0

Le plan (ABC) a donc pour équation cartésienne 3x + 2y +6z -6 =0.

2. Onnote d la droite passant par O et orthogonale au plan (ABC).

a. Ladroite d est orthogonale au plan (ABC) donc elle a pour vecteur directeur le vecteur
i normal & (ABC).
De plus elle passe par le point O de coordonnées (0 ; 0; 0).
x = 3k
La droite d a donc pour représentation paramétrique  y = 2k, keR
z = bk

xy = 3k
. P yn = 2k
Les coordonnées du point H vérifient le systéme > 6k
H o=
3xy+2yy+6zg -6 =0

Donec3x3k+2x2k+6x6k—6=0ce qui équivaut 49k +4k+36k = 6 ou 49k = 6 donc
-6

k=%

x=3kdoncx=4%, y=2kdoncy= £,

e
Le point H a donc pour coordonnées [_'1—B

9
OHZ = (xy 7‘((])2 + (¥ 7}’(])2 + (25— 20)2 - (E)er [2]2 + [E)Z - 18%+12% 4357

c _ 1764

- [ 9 1 197 =l
1764 42 7x6 6
DoncOH=/——===22_2
492 49 T=x7 7

1
3. On rappelle que le volume d'une pyramide est donné par: V = —22h, ol 58 est I'aire d'une
base et h est la hauteur de la pyramide correspondant a cette base.

= En prenant le triangle OAB pour base de la pyramide OABC, la hauteur est OC, et le
1
volume ¥ est égal a 3% 2B x 0C ol 2 est'aire du triangle OAB.

.@:%xﬂ)\xOB!%xefS:SelOC!l.

1
Donc¥ ==x3x1=1(u.al.
+ En prenant le triangle ABC pour base de la pyramide OABC, la hauteur est OH, et le
1
volume 7 est égal a 3 x 98" x OH ol %' est I'aire du triangle ABC.

6 1 , 6 .
OH=—et¥ =1doncl==x%"x—etdonc @ =—=
7 3 7 14

Exercice 6 _: Géométrie

1. Dans le repére [A; AB, AD, KE] ona
B(1;0;0), D(0;1;0), E0;0;1), G(1;1;1), H(0;1;1).
2. a. [EG], [GD] et [ED] sont les hypoténuses de triangles rectangles isoceles de coté 1,
doncEG=GD=ED=+2:le triangle EGD est équilatéral.

3 3 3
b. Puisquec:ﬁ,onad(EGD):%x{@z:ng:zi
1
-1 1 -3 -1
3. OnaBH| L | donc BM = =BH 3 i=|m-o0| 5.
1 _
1 1 -0
1 2 1 1
Onadonc: =l-===; == ==
n nC: Xm 373 m 3 M 3
. 211
Conclusion : M a pour coordonnées 3 H 5 H E .

1
4. a. Onaﬁ(]} sdonc 7 -
0

EG=-1+1+0=0:

0
fﬁ(l):dunc;-fﬁ=u+l—l=0.
-1

Conclusion : : est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (EGD) :
c’est un vecteur normal & ce plan.
b. On sait qu'un plan d'équation ax + by + ¢z + d = 0 aun vecteur normal de coor-
données (a; b; ¢), donc:
P(x; y; z)€ (EGD) <= —x+y+z+d=0.
Comme E(0; 0; 1)e (EGD) <= 0+0+1+d =0 < d=-1.
Finalement : le plan (EGD) a pour équation —x+y+z-1=0.

7
Laire du triangle ABC vaut 3 =3,5(u.a.).

¢. La droite 2 contient M et a pour vecteur directeur n vecteur normal au plan
x—

o wophe

(EGD), donc avec MP y-5|: Px; y; €2 <= MP = [_n..avectER. s0it :

x=
y-
a. On a vu que la droite & contient M et est perpendiculaire au plan (EBD) : c'est

donc la hauteur de la pyramide GEDM issue de M. Le pied de cette hauteur K
appartient donc 4 & et au plan (EGD); ses coordonnées vérifient donc les équa-

wi

= =t x =

-
,te[Rh:»! y =

+t ,teR.

Gl Wik

=t

Wi wins

tions :
X = %—t
¥ = L4y
H =—(3-t)+3+1+5+1-1=0 = 31=1 e (=1
z = g+t
—x+y+z-1 = 0

En remplagant f par % dans I'équation paramétrique de 2, on obtient :
1_1

x =
y =

z =

Conclusion : Ka pour coordonnées

1_2_2]
3'3'3)

Lo ol s

=)

b. On en déduit KM -1]. DouKM? = 1,11 3; on en déduit KM= —
: 9 9 9 9 3
3
A8
Comme «# (EGD) = %2, le volume de la pyramide GEDM est: 2=— = T



Exercice 7 : Fonctions

Partie 1: Etude d’une fonction auxiliaire

Soit la fonction f définie sur I'intervalle [1; 4] par: f(x) = —30x+ 50 + 35In x.

. , 35 -30x+35 35-30x

1. a. Surlintervalle [1;4], f'(x)=-30+ —= —— = —.

x x X

b. Puisque 1 € x < 4, x>0, donc le signe de f'(x) est celui du numérateur 35—

30x =5(7 —6x) donc du facteur 7 - 6x.
7 7
7T-6x>0 = 7>6x E>x — xcg;

7 7
7T-6x<0 < 7<bx E<>x~::>x>g;

7 7
T=6x=0 < 7=6x < E:x — x:g_

7

7
¢ La fonction f est donc croissante sur |1; E] , décroissante sur Ig ; 4| et adonc

. 7 . 7 . 7 . . 7 . 7
un maximum : f 3 :—ijE+SU+SSInE: —J5+50+351ng: 15+dﬁlng =

20,4.
. 7 7 7
2. f décroit sur T ;4| def E) = 15+351r1§ ~20,42 f(4) = -120+50+35In4 = 35In4—
70=-21,5.
x| 1 % a 4

it
ne
2
=

20 =-21,4

Sur I'intervalle | —;

) f est continue et strictement décroissante.

Comme 0 € [f {%] H f[4)], il existe d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, un
réel unique e de cet intervalle tel que f(a) = 0.
« Ona f(2,914) = 0,0013 et f(2,915) = —0,005, donc 2,914 < a < 2,915.

3. Onadonc f(x) = 0sur [1; al et f(x)<0sur[a; 4].

Exercice 8 : Fonctions

Soit f la fonction définie sur I'intervalle 10 ; +ool par: f(x) = ETX.
On note € 1a courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé.
1. a. D'aprésle cours, lalimite de la fonction f en +oo est +oc.
b. On cherche lalimite de fen0:

lime*=1
x—0 e¥
= lim — = +oo
lim — = +e0 =0y
Py X0

Donc I'axe des ordonnées est asymptote verticale & la courbe €.

etxx—e¥xl e¥(x-1
2. Pour tout réel x de l'intervalle ]0; +ocl, ona: f'(x) = ——————= ¥

x2 x2
3. Pour déterminer les variations de la fonction f sur I'intervalle |0 ; +oo[, on cherche le signe
de f'(x).
x 0 1 +0o
x-1 - +
et + +
2 |0 + +
rofl - +
el
(1= T =e
On établit le tableau de variations de la fonction f
X 0 1 +oo
') - 0 +
+00 +oo

fx)

Partie 2 : Optimisation

B(x) = —15x% +15x +35xIn x.

1. 2500 litres correspondent a x = 2,5 et B(2,5) = —15x2,5° +15x2,5+35x 2,5xIn2,5 =
23,9254 soit environ 23925 €.
2. Lafonction B est dérivable sur [1; 4] et sur cet intervalle :

1
B'(x)=-30x+15+435lnx+35xx —=50-30x+35Inx = f(x).
X

3. a. D'aprésla partiel, f(x) = B'(x) = 0sur [1; a] : lafonction B est donc croissante
sur [1; al.
De méme f(x) = B'(x) < 0 sur [a; 4] : la fonction B est donc décroissante sur
1; al.
Conclusion : B(a) est le maximum de la fonction B sur I'intervalle [1;4].

b. B(a) = -15a®+15a +35alna.

En utilisant la valeur approchée de a trouvée dans la partie 1, ona:
Bla) = —15% 2,5142 +15% 2,914 + 35 % 2,914 x In2,914 = 25,4201, soit environ
25420 € al'euro prés.
Il faut donc que I'entreprise vende 2914 litres de jus de fruits pour faire un béné-
ficie maximal.

4. Soit m un nombre réel. On cherche, en fonction des valeurs du nombre réel m, le nombre
de solutions de I'équation f(x) = m.
Cela revient & chercher le nombre de points d'intersection de la courbe € et de la droite
horizontale d’équation y = m.
D’apreés le tableau de variations :
* sim< e, l'équation f(x) = m n'admet pas de solution;
* si m= e, l'équation f(x) = m admet une solution unique x=1;
* sim> e, l'équation f(x) = m admet deux solutions.
5. On note A la droite d'équation y = —x.
On note A un éventuel point de ¢y d’abscisse a en lequel la tangente a la courbe ¢y est
paralléle 4 la droite A.
a. Latangente en a est paralléle a la droite A si et seulement si le coefficient directeur de
la tangente est égal & —1, autrement dit quand f'(a) = 1.
flla)=-1 <= —ea(::; b_ —1 e e x-1)=—-a% e e x-1)+a’=0
ce qui veut dire que le nombre a est solution de I'équation e*(x - 1)+ x? = 0.
On note g la fonction définie sur]0; +oof par g(x) = e“(x—1)+ x2
On admet que la fonction g est dérivable et on note g’ sa fonction dérivée.
b. glx)=e*x(x—1)+e*x1+2x=xe'+2x
Sur R, * >0 donc sur [0; +ocl, xe* +2x = 0 donc g'(x) = 0.
i e” = +oo
xl_'l'l;ﬂ x—1=+0c0

= lim g(x)=+oo0
X—+o0
lim +* = +oo
X—+00

gl0)=e’0-1)+0=-1
On dresse le tableau de variations de la fonction g sur [0 ; +oo| :

x 0 +00
gw|o +
+00
2(x) /
-1

c. D'aprés ce tableau, I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a sur [0 ; +ool,
donc il existe un unique point A en lequel la tangente 4 € est parallele 4 la droite A.



Exercice 9 : Fonctions

Partie A

1 4
Soit g la fonction définie sur R, par g(x) = 1 + X + = + m—————s.
4 (1++en)?
On admet que la fonction g est dérivable sur R et on note g’ sa fonction dérivée.
1. On détermine les limites de g en +o0o et en —oa.

« Limite en +co

1
lim x*+x+== lim x*=+o0
X—+oo 4 x—+oa

5 x . x2 . 4
lim e¥=+00 = lim (1+e*)" =400 = lim ————=0
x—+00 X—+o0 x—+o0 (1 + e¥)
1 4
Donc lim ¥ +x+—+———— = +00, c'est-d-dire lim g(x) = +o0.
X—+00 4 (1+ev)? X—+00

Limite en —oco

1
lim x*+x+—= lim =400
X——00 4 X——00

lim e*=0= lim {1+e"]2=1 = lim ———=
x—-00 X——00 x—-o0(1+e¥)
1
Donc lim x*+x+=+
X——00

———— = +oo, c'est-a-dire lim g(x) = +oo.
4 (1+ex)? x—-00

2. Onadmet que la fonction g’ est strictement croissante sur R et que g'(0) = 0.
+ Pour x <0, comme la fonction g' est strictement croissante, on a g' (x)< g' (0) ; on sait
que g'(0) = 0 donc, pour tout x < 0, ona g'(x) <0.
= Pour x > 0, comme la fonction g' est strictement croissante, on a g' (x) > g' (0); on sait
que g'(0) = 0 donc, pour tout x>0, ona g'(x) > 0.
3. La fonction g’ s'annule et change de signe pour x = 0; elle passe de négative  positive,
3
donc la fonction g admet un minimum en x = 0 qui vaut g(0) = = + —— = =
4 (1+1) 4
On dresse le tableau des variations de la fonction g :

X —00 0 +00

g'(x) - t# +

Exercice 10 : Fonctions
1. On détermine la limite de la fonction f en +oo.

In(x] 3
flx)= x[1—4i] +4-=
x x
In(x In(x]
lim [)=U=7 limx1—4;) +4=+c0
Ao At = lim f(x)=+oc0
. X—+00
lim —=0
x—+o0 X
2. Onadmet que la fonction f est dérivable sur |0 ; +oof et on note f' sa fonction dérivée.
3 2-4x+3

4
(K)=140— =+ —=
flx) x.+ 5 =

3. a. Oncherche le signe de f'(x) sur]0; +ool:
P-dx+3=(x-Dx-3)

x 0 1 3 +00
2 —ax+3 + - -
X 0 + +
ro [« -

fla= l+4—4].[1[l)—%: 2; f(3) :3+4—4ln(3)—§:6—41n(3) =~ 1,69

On établit le tableau des variations de [ en admettant que que linlllf[x] =-00:
X

X 0 1 3 +oo
flx + tf - + +
2 +oo
flx)
-0 6-4In(3) = 1,61

Partie B
2
TTver
On désigne par € la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0 i1 7) repré-
sentée dans la figure ci-dessous.

Soit f la fonction définie sur Rpar: f(x) =3

1
Soit A le point de coordonnées [_E H 3].

2
1+e?
2. Soit x un réel quelconque.

On note M le point de la courbe ‘ﬁi’f de coordonnées (x; f(x]).

2
1. f(0)=3- =3- E = 2 donc le point B(0; 2) appartient & %’f.

2 z 2
2 _ 2 I N 71 —3)%= i 3-——- ]
AM? = (g — xa)” + (ym— ya) _[x [ 2 ) +(f-3)" = x+2 +3 1+e*
1 2 \? 1
:x2+x+—+(——] :x2+x+—+—:g(x)
1 T+e* 4 (1+er)?

3. On admet que la distance AM est minimale si et seulement si AM? est minimal.
AM? = g(x) et g(x) est minimale pour x = 0; AM est minimale pour x = 0 donc si M a pour
abscisse 0, c'est-a-dire est en B.
4. On admet que la fonction f est dérivable sur R et on note f' sa fonction dérivée.
0-2e* 2e*
a. Pour tout réel x, f'(x) =0 - —— = ———
(1+ex)? (1+ex)?
b. Soit T la tangente a la courbe ¢ au point B.
L'équation réduite de T est: y = f’(u] (x=0) + f(0).
2x1
U - -
3 donc f'(0) =

. g = 22
r= (1+eY) 1+1?

e fO)=yp=2

[ ]

X
Donc I'équation réduite de T est y = 7t 2.

5. La droite T a pour équation y =

7i1)
= -1
2

— 1
Le vecteur AB a pour coordonnées [U— [—5] ;2-3

x X
3 + 2 soit h y+2=0; elle a donc pour vecteur normal
n

1
soit (Z H —1]; il est donc normal a la

droite T.
On en déduit que la droite T est perpendiculaire & la droite (AB).

5
b. » = €] -o00; 2] donc I'équation f(x) = 3 admet une unique solution dans l'intervalle
10; 1].
5 5
= 1,67 et f(3) =6-4In3 = 1,61 donc — € [6—4In3; 2], donc I'équation f(x) = 5

wiw

wlwe

admet une solution unique dans l'intervalle |1 ; 3].
5 5

» —€[6-4In3; +ool, donc flx) = 3 admet une unique solution dans l'intervalle

10; 1].

5
Conclusion : I'équation f(x) = 3 admet donc trois solutions dans 10 ; +ool.

4. Pour étudier la convexité de f, on détermine le signe de f”, la dérivée seconde de f.

K—dx+3
flx)= % donc
100 = @2x—4) x> —(x2—4x+3) x2x B (2x% —4x—-2x2 +8x—6) x x _4x-6
o xt 8
x |o 3 +60
4x—6 - +
& |o + +
f”(x.) - +
f concave [ convexe

3
La dérivée seconde s'annule et change de signe pour x = 5 donc la courbe €y admet un

3

unique point d’inflexion d’abscisse 7
3 3 3 3 1 3 7 3
f[— = —+4—4ln(—]——=——4111(—]—2— ——41n[—
z) 2 2] 32 2 2 2

3 7 3
La courbe ¢ admet un unique point d'inflexion de coordonnées [z H 3 4ln [z]]



Exercice 11 : Probabilités

Partiel

On choisit au hasard un candidat a ce concours de recrutement. On notera :

-

(&

o

D I'événement «le candidat a été sélectionné sur dossier »;
Al'événement « le candidat a été admis a I'école »;

D et A les événements contraires des événement D et A respectivement.

. On traduit la situation par un arbre pondéré :

. La probabilité que le candidat soit sélectionné sur dossier et admis & I'école est :

P(DNA)=0,1x0,6=0,06.

. La probabilité de I'événement A est P(A).

D'aprés la formule des probabilités totales :
P(A)=P(DnA) +P(DnA) =0,06+0,9x0,2=0,24.

. On choisit au hasard un candidat admis & I'école. La probabilité que son dossier n'ait |
€€ sélectionné est :
— P(DNnA) 0,18
Pa(D)= ————=——=0,75
D=5 o

Exercice 12 : Probabilités

[

Partie I1

1. On admet que la probabilité pour un candidat d'étre admis a I'école est égale a 0,24.
On considére un échantillon de sept candidats choisis au hasard, en assimilant ce choix a
un tirage au sort avec remise. On désigne par X la variable aléatoire dénombrant les candi-
dats admis a I'école parmi les sept tirés au sort.
a. Onadmet que la variable aléatoire X suit une loi binomiale.
La probabilité pour un candidat d'étre admis a I'école est égale a p = 0,24, et on choisit
un échantillon de 7 candidats donc n =7.
La variable aléatoire X suit donc la loi binomiale 28 (7; 0,24).
b. La probabilité qu'un seul des sept candidats tirés au sort soit admis a I'école est :

7 7
P(X=1= [1) x0,24" x (1-0,24) " = 0,32,

c. La probabilité qu'au moins deux des sept candidats tirés au sort soient admis a cette
écoleest: P(X 22)=1-P(X<1)=1-0,47=0,53.
. Un lycée présente n candidats au recrutement dans cette école, o1 n est un entier naturel
non nul.
On admet que la probabilité pour un candidat quelconque du lycée d'étre admis a I'école
est égale 0,24 et que les résultats des candidats sont indépendants les uns des autres.

a. Lavariable aléatoire Y qui donne le nombre d'admis parmi les n candidats présentés
suit la loi binomiale 28 (n; 0,24).
La probabilité qu'aucun candidat issu de ce lycée ne soit admis a I'école est :

PY=0)= [:) 0,24 % 0,76" = 0, 76"

b. On cherche & partir de quelle valeur de I'entier n la probabilité qu'au moins un éléve
de ce lycée soit admis & I'école est supérieure ou égale 4 0,99.
Onveut donc que P(Y 1) = 0,99 c'est-a-dire 1 — P(Y = 0) = 0,99 ou encore
P(Y =0) < 0,01. On résout I'inéquation d'inconnue n: 0,76" < 0,01 :
In (0,01
0,76" < 0,01 < In(0,76") £In(0,01) « nxIn(0,76) <In(0,01) < n= ﬁ
In(0,01)

In(0,76)
éléve de ce lycée soit admis a I'école est supérieure ou égale 4 0,99.

= 16,8 donc c’est a partir de 17 éléves que la probabilité qu'au moins un

1. La probabilité qu'aucune des neuf adresses soit illisible est égale, au centieme prés, a: 4. La probabilité de Va sachant que V; est réalisé, notée Py, (V2), est égale a:
N . . 35 4 5 20
a0 b. 1 c. 0,24 al b A e = 42
8 7 14 56
9
On cherche P(X =0) qui vaut || x0,03" x0,97° = 0,76. 4
0 D’aprés I'arbre, Py, (V2) = 7
Réponse d. Réponse b.
2. La probabilité qu'exactement deux des neuf adresses soient illisibles pour la machineest: 5, 14 probabilité de I'événement V; est égale 4 :
9 2 7 7 2 7 5 3 9
a. x 0,97 x 0,03 b. 0,97 x 0,03 b. = c. — d. =
2 2 7 28 7
c. [9] % 0,977 x 0,032 d. [7] % 0,977 % 0,037 D’apreés la formule des probabilités totales :
2 2 5 4 3 5 20 15 35 5
P(WB)=PVinV)+P(BiNl)==xot=xo=—t—=—==
(2= Pn k) PN =g X2 g% 5% "% 3 &

3. La probabilité qu'au moins une des neuf adresses soit illisible pour la machine est:

a. P(X<1) b. P(X<1) c. P(X=2) d. 1-P(X=0) <

9 -
On cherche P(X = 2) qui vaut (Z] x0,03% x 0,977,

Réponse c.

On cherche P(X = 1) qui vaut 1 - P(X =0).
Réponse d.

Exercice 13 : Probabilités

Partie A
1.
008 _D —_
002 T
0,005 T
0,92 )
0,995 T
2. D’aprés la loi des probabilités totales :

3.

P(T) = P(DA T)+P[En T):0r
P(DNT)=P(D)x Pp(T) =0,08x0,98 =0,0784 et
P(DT)=P(D) x P5{T) = 0,92 x 0,005 = 0,00460. Donc:
P(T) = 0,0784+0,0046 = 0,083.
P(TnD) _PMONT) 00784

a. La probabilité conditionnelle Pr(D) = = = =~ 0,9445,
P(T) P(T) 0,083

soit 0,945 au millieme prés.

b. D’aprés la question précédente 0,945 < 0,95, donc le test ne sera pas commer-
cialisé.

Réponse a.

Va

e ke

—_—
—_—
—_

W
i B
¢
\

)

B
1-—_____‘__

Sl il

-_._______BZ

Partie B

1.  a. Quel que soit I'athlete choisi la probabilité que cet athléte présente un test positif
est 0,103. La variable aléatoire X suit donc une loi binomiale de paramétres n =5
et p=0,103.

b. Onsaitque E=nx p=5x0,103 = 0,515 : ceci montre que sur un grand nombre
de contréles, il y aura a peu pres 1 athléte sur 10 contrdlé positif.
c. La probabilité qu'aucun athléte ne soit controlé positif est :
0,103" x (1-0,103)° = 0,897° = 0,5807 soit environ 0,581 au milliéme prés.
Donc la probabilité qu'au moins un des 5 athlétes contrélés présente un test po-
sitif est :
1-0,581, soit 0,419 au millieme prés.
2. Onapour n athlétes contrélés, P(X =0) =0, 103° x 0,897" = 0,897".
1l faut donc trouver n tel que :
1-0,897" =2 0,75 = 1-0,75 = 0,897" < 0,25 = 0,897".
La calculatrice donne le plus petit n € M vérifiant cette inéquation : pour n =13, on a
0,897" = 0,243.

1l faut donc controler 13 athlétes en moyenne pour en trouver un positif.



Exercice 14 : Suites - Probabilités

1. (a) Déterminer la valeur de p3 a I'aide d'un arbre de probabilité.
0,24

\_

Ej

096 s

Théoréme des probabilités totales : E3 = Ean F3 U E_2 N E3 (union d'événements disjoints)

pa=P(E3)=0,04x0,24+0,96 x 0,04 = 0,048.

(b) Sachant que le salarié a été absent pour cause de maladie la troisitme semaine, déterminer la

probabilité qu'il ait été aussi absent pour cause de maladie la deuxiéme semaine.

Pp, ()= ——= ———— = =-=0,2.
729 0.0 5
2. (a) Complétons I'arbre
0,24
/En+1
Pn E"\
0,76 Enn1
0,04
/‘E’H-l
(1-pn) E_n\\
0,96 LEns1
Exercice 15 : Suites - Probabilités
1. a. On compléte l'arbre de probabilités relatif aux 3.
trois premiéres semaines. 09
. 1+ Az
b. D’aprés la formule des probabilités totales :
PlAy) = PlAo 0 Ay + P (0 ) o Az/
3) = 2 3 ] i y I_:’;“)-:;“ =
= P(Ao) % Py () + P (T 2 P () N 1
=0,9%0,9+0,1x0,4 =0,81+0,04 =085 ! 5=04
—06% A
c. Sachant que le client achéte un melon au cours de O g _\/ 3
la semaine 3, la probabilité qu'il en ait acheté un 7 A2
au cours de la semaine 2 est : ‘-?J:;—-“ Az
P(A;nAz)  09%09
Py (Ay)=—— = =" " =95,
2 )= = 0,85 ?

2. Onreprésente un arbre pondéré correspondant aux semaines net n+1:

An
n —_—
v 0.1 Ani1
7. Ap+1
2,

04
A—"<
0.6 Ap+1
D’apreés la formule des probabilités totales :
Prs1 = P(Ans1) = P(Ann Apa) + p[A_,,n A,,+1] = pu %09+ (1= py) x 0,4
=0,5p,+0,4.

: Suites - Probabilités

a. Recopier et compléter I'arbre pondéré ci-contre

Exercice 16
1.

* Api

® Bpi1

>
~
!
(=]
p o
= g
I b
=]
S

1017 * Ay

/5

* Bpi1
b. D’aprés la formule des probabilités totales, ona:

P(Ap+1) = Pa, (Ann Ap+1) + P, (Bn 1 Ap+1) = 0,8a, +0,3(1 - ap) = 0,5a, +0,3 donc

dan+1 =05a, +0,3

2. a. Montrons par récurrence, que pour tout entier naturel n > 1,ona: 0< a, <0,6:

« Initialisation: @) =a=0,5donc0< a, <0,6

= Hérédité : on suppose 0 < a,, < 0,6 pour une valeur quelconque de n = 1.
Alors: 0<0,5x% a, <0,5%0,6 donc0< 0,54, <0,3dol, en ajoutant 0,3 :
0,3 <0,3+0,5a, < 0,6 et par conséquent : 0 < a,,;; < 0,6.
La propriété est vraie au rang n + 1.

4. On pose pour tout entier n =

(b) Enappliquant le théoréme des probabilités totales :

Ens1 = Ean Ens1 U Ep 0 Eyy1 (union d'événements disjoints)

Pu+1=

(¢) Pour tout neN*,

U1 = Puer —0,05=0,2p, +0,04 0,05 = 0,2p, — 0,01 = 0,2(p,, — 0,05) =

donc (u,,) est la suite géométrique de premier terme u; = —0,05 et la raison r = 0,2.

Uy =1y x 71 = —0,05% 0,271
0 znfl) .

Par propriété, pour tout n e N* :

etdonc: pn = uy +0,05=0,05(1-
(d) Limite dela suite (p,).

Comme |0,2| <1 alors par théoréme : .

a. Soit %, la propriété : p, > 0,8.
+ Initialisation
On sait que p = 1 donc p > 0,8; la propriété est vraie au rang 1.
Hérédité
Soit un entier naturel k = 1tel que la propriété soit vraie au rang k, c’est-a-dire py. > 0,8.
C’est I'hypothése de récurrence.

On va démontrer que la propriété est vraie au rang k + 1.
D’aprés I'hypothése de récurrence, pi. > 0,8 donc 0,5p; > 0,4 et donc 0,5p; +0,4 > 0,8
qui signifie pr+1 > 0,8. La propriété est donc vraie au rang k + 1.

Conclusion
La propriété est vraie pour n = 1 et elle est héréditaire pour tout k =
cipe de récurrence, elle est vraie pour tout n = 1.

1; d'aprés le prin-

On a done démontré que, pour tout entier naturel non nul, p,, > 0,8.
b. Pourtoutn =1, put1— pPa=05pn+04—pn=0,4-0,5pn.
Or py > 0,8 donc 0,5p, > 0,4 done —0,5p, < —0,4 et donc 0,4-0,5p, <0.
1, pr+1— pn <0 et donc que la suite (py) est strictement

On en déduit que, pour tout n =
décroissante.
¢. Pourtout n = 1, pp > 0,8 donc la suite (py) est minorée par 0,8.
On avu aussi que la suite (py) était décroissante.
D'aprés le théoréme de la convergence monotone, on peut déduire que la suite (p,) est
convergente.
1:v,=p,-08donc p, =v,+08.
* Up+1=pPp+1—08=05p,+04-08=05(v, +0,8 -0,4=0,5v,+0,4-0,4=05v,
s =p1-08=1-08=0,2
Donc la suite (vy,) est géométrique de raison g = 0,5 et de premier terme 1y =0,2.
b. On déduit de la question précédente que, pourtout n = 1, v, = vy x g" "1 =0,2x0,5"" 1.
Comme pour tout n = 1, p, = v, +0,8, on en déduit que p, = 0,8+0,2x 0,571,

a.

¢. Lasuite (v,) est géomérrique de raison 0,5 et —1 < 0,5 < 1 donc lasuite (vy) est convergente

c. La suite est croissante et majorée par 0,6, donc, d'apres le théoréme de la convergence

monotone, la suite est convergente vers une limite £ < 0,6.
nl_nl}n An+1 = "EI_IIW ap=¥¢; ,,l_i.Tm(ﬂ'Sa" +0,3)=0,5¢+0,3.
Par unicité de la limite, ona: 0,5 +0,3 = £ donc 0,3 =0,5¢ qui donne| ¢
La suite (a,) converge vers 0,6.
3. Etude du cas général. Dans cetle question, le réel a appartient a l'intervalle [0; 1].
On consideére la suite (1) définie pour tout entier naturel n = 1 par u, = a, —0,6.
a. Pourtout n, tiy. =

tpe1 =05, |

La suite (u,) est donc géoméirique de raison g = 0,5 et de premier terme ) = a, - 0,6 =

a-0,6.
= (a—06)x05"" (nz1).
a, = (a—0,6)x 0,5" +u.sl

b. Puisque (u,) est géométrique, up = 1 q"

=up+06=

Comme i, = a,—0,6,ona: ay

e. —1<0,5<1donc lim 0,5"_' = (0 d’oil, par produit et par somme,
n—+co

Cette limite ne dépend pas de la valeur de a.

d. Sur le long terme, la probabilité que le joueur fasse une partie de type A est 0,6 et donc
celle qu'il fasse une partie de type B est 0,4. Le joueur verra plus souvent la publicité insé-

rée dans les jeux de type A.

La propriété est vraie au rang 1 et, si elle est vraie 4 un rang n quelconque elle est vraie au

rang suivant n + 1 : d'apreés le principe de récurrence, elle est vraie pour tout n = 1.
—-0,5a, +0,3.

b. Pourtout n = 1, @y —a, =0,5a,+03—a, =
Or, d’apres la question précédente, ona:
0<an<06=0< 03=-03 <
Ape) — ap 20,

La suite est donc croissante.

05a, < -05a, < 0= 0< -05a,+0,3 <

0,3 donc

0,24p, +0,04(1 - p,,) = (0,24 0,04) p,, +0,04 =0,2p,, +0,04

lim (0,2)"'=0etdonc lim p, =0,05.
— oo n—+oo

ay+1—0,6=05a,+0,3-06=0,5a,-03=0,5(a,—-0,6) =0,5u, donc



Exercice 17 : Dénombrement

10
1. Dans l'urne U; il y a 10 boules et on en prend 2 simultanément; il y a donc ( 5 ) =45

tirages possibles.

2. 1y a 4 boules noires et 6 boules blanches dans l'urne U, ; le nombre de tirages pos-
sibles de deux boules simultanément dans I'urne U; contenant exactement une boule

4 6
blanche et une boule noire est donc (1] x (1

]=4x6=24.

3. On examine les différents cas.
* On a pioché 2 boules noires dans U; (événement noté NN).
L) _6_2

> PINN)=—=—=—
(NN) 45 45 15

> On a mis les 2 boules noires piochées dans U, dans I'urne Usy; l'urne Uz

contient alors 3 boules noires et 3 boules blanches.

3 1
La probabilité de piocher une boule noire dans U, est alors 553

* On a pioché 1 boule noire et 1 boule blanche dans U, (événement noté NB).

> P[NB)*24* i
T45 15

> On a mis les 2 boules, une noire une blanche, piochées dans U, dans l'urne

Uy ; I'urne U, contient alors 2 boules noires et 4 boules blanches.

2
La probabilité de piocher une boule noire dans U3 est alors e

S

* On a pioché 2 boules blanches dans U, (événement noté BB).

6 15 1
P(BB)=—=—=-=
> P(BB) 45 45 3
> On a mis les 2 boules blanches piochées dans U; dans 'urne U ; I'urne U,
contient alors 1 boule noire et 5 boules blanches.

1
La probabilité de piocher une boule noire dans U, est alors T

On résume la situation dans un arbre pondéré.

Exercice 18 : Dénombrement

1. Un tirage est donc un triplet (c'est-a-dire une 3-liste ou un 3-uplet) ordonné d’élé-
ments choisis dans un ensemble F de cardinal Card(F) = 8 (il y a 8 jetons), qui ne
s’amenuise pas (car on remet le jeton avant de tirer le suivant, et donc les répéti-
tions sont possibles.)

Le nombre de tirages possibles est donc de: Card(E)* = 8% = 512.
Ilya 512 tirages possibles.

2.  a. Sionsouhaite un tirage sans répétition de numéro, alors, ¢’est comme si on
avait fait un tirage sans remise (un numéro déja choisi ne peut pas étre choisi
anouveau), et donc un triplet ordonné d’éléments choisis dans un ensemble
qui s'amenuise.

Ilyadonc

@ ﬁ!s)‘ =8 x 7 x 6 =336 tirages possibles sans numéro répété.
Remarque : On peut parler d’arrangement, méme si ce mot n'est pas explici-
tement & connaitre en terminale.

On peut aussi voir cette valeur comme étant : 8 choix possibles pour le pre-
mier numéro du triplet, puis 7 choix possibles pour le deuxiéme numéro, sa-
chant qu'il doit étre différent du premier et enfin 6 choix possibles pour le
dernier numéro, qui doit étre différent des deux précédents.

b. Le nombre de tirages avec au moins une répétition de numéro est donc la
différence des deux résultats précédents: 512 — 336 = 176.
En effet, I'ensemble des tirages possibles est la réunion de deux ensembles
disjoints : les tirages sans aucune répétition de numéro et les tirages avec au
moins une répétition de numéro.

Remarque : On pouvait aussi compter le nombre de tirages avec deux numé-

3
ros identiques : 8 x (Z) * 7= 168 (huit choix pour le numéro répété, multiplié

3
par 2) facons de placer ces deux numéros identiques dans le triplet, multi-

plié par sept choix pour le numéro différent des deux premiers) et I'ajouter
au nombre de tirages avec trois numéros identiques : 8 (huit choix possibles
pour le numéro qui sera répété trois fois), mais dans ce cas, on obtient 176
sans le déduire des questions précédentes.

3. Lesac étant opaque et les jetons indiscernables au toucher, chaque sélection d'un
jeton dans le sac est une situation d’équiprobabilité, et donc on a une loi équiré-
partie.

On peut donc présenter la loi de probabilité de la variable aléatoire X; sous la
forme du tableau suivant :

Xi 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 1 1 1 1 1 1
PXi=x) | = = = = = - = -
8 8 8 8 8 8 8 8

2 1_ 1 _ 6
| — NP Exi=Eg
—_—2
NN
2 —
/ N~
2
15
8 1_ 8 _ 16
1 —NerEri=g=g5
8 _—3
t——NBZ__,
3 R
—
L
3
1 1 _ 1 _ 5
\ l/szEXE—m—%
_—%
BB,
3 —_
—x

La probabilité de piocher une boule noire dans U, est, d’aprés la formule des proba-
bilités totales :

6,165 _21_3 .
90 90 90 90 10

La probabilité de piocher une boule noire dans l'urne U, avec cette nouvelle expé-
rience est égale a 0,3; elle est donc supérieure a la probabilité de tirer une boule noire

dans 'urne U; avec I'expérience de la partie A qui était de 0,28.

P(Na)=P(NNNNy)+P(NBAN:)+P(BBnNy) =

4. L'espérance dela variable aléatoire X; est donc donnée par:

EXp))=x1xP(X) =x1)+x2x P(X) = x9)+...xg x P(X) = xg)
1
= (x4 Xp+ ..+ Xg) % g car la loi est équirépartie
1
=(1+2+..+8) xg

148

avec la formule de la somme des premiers termes d'une

1
XX =
8

suite arithmétique

=4,5

5. Ona E(S) = E(X1+ X2+ X3) = E(X1) + E(X2) + E(X3), et puisque X1, X> et X3 suivent

la méme loi de probabilité, alors on en déduit :

E(S)=3xE(X;)=3x4,5=13,5

. L'événement {S = 24} n'est réalisé que par le tirage (8 ; 8; 8), donc sur les 512 is-

sues possibles de I'expérience aléatoire, une seule est favorable a I'événement : la

probabilité est donc de iz (puisque I'on est en situation d'équiprobabilité).

Remarque : On peut aussi dire que I'événement {S = 24} est égal 4 I'événement
(X, =8n{X; =8In{X3 =8}

Et comme les variables aléatoires X, Xz et X3 sont indépendantes :
P(S=24)=P({X; =8N {X2=8In{X3=8]) =P(X; =8) x P(X; =8) x P(X3 = 8)

1Y 1
8] 512

Le nombre 24 ne peut étre obtenu que par la somme 8 + 8 + 8, qui ne
procéde que d'un seul tirage (le tirage (8 ; 8; 8)).

Le nombre 23 ne peut étre obtenu que par la somme 7 + 8§ + 8, cette
somme est constituée d’'un doublon (le 8) et d'un entier présent une
seule fois (le 7).

Elle peut procéder de trois tirages différents, caril y a (;] = 3 facons de
placer les deux entiers identiques dans un triplet.

Les trois triplets conduisant & {S = 23} sont : (7 ; 8 ; 8);
(8;8;7).

Le nombre 22 peut étre obtenu comme somme de trois entiers naturels
entre 1 et 8 en faisant : 6 + 8 + 8, ou bien en faisant 7 + 7 + 8.

Chacune de ces sommes est constitué d'un doublon et d'un troisieme
entier différent, et est donc le résultat de trois tirages différents.

I1'ya donc six tirages donnant 22 (les tirages (6; 8; 8); (8; 6; 8); (8; 8; 6);
(B;7:7);(7: 87 et(7;7;8).

On a donc bien finalement 1+ 3 + 6 = 10 tirages conduisant au gain d’un lot.

8; 7;8) et

b. On est en situation d'équiprobabilité pour les 512 tirages possibles (nombre
déterminé a la question 1.), donc, avec 10 tirages favorables a I'événement

1
« gagner un lot », la probabilité de gagner un lot est donc de — =

512 256



Exercice 19 : Equations différentielles

L

1. Soit g la fonction définie sur I'intervalle [0; +oo[ par g(x) = axe 7%,

1
La fonction linéaire u définie par u(x) = —Zx est dérivable sur R et sur cet intervalle

u'(x) = —l.
4

La fonction composée g(u(x)) = axe"™ est elle aussi dérivable sur R et sur cet inter-

1 ax
valle, g'(u):ae“(""+axu'x e"(x]=ae'%x+axx[—2]e'$"’= e'%x(a—T].
o '(H-l - _]_x( ax)+1 _ly -lx( ax+ax _ly

rg'(x)+—gx)=e i la-—|+=xaxe T =e ¥ a-—+—|=ae 1.
g 4g 4 4 4 4

Donc g est solution de I'équation différentielle sur [0 ; +ool, si sur cet intervalle :

1 1 1
ae T =20e 7F < a =20, car quel que soit x réel, e T* #0.

. Ly e . . .
La fonction g: x — 20xe ~7* définie sur l'intervalle [0 ; +oc[ est une solution particu-

liere de I'équation (E).
1
2. On considére I'équation différentielle (E'): y' + 4—y =0,

d’inconnue y, fonction définie et dérivable sur I'intervalle [0 ; +ool.

. . 1 . . . .
Léquation (E') peut s'écrire y’ = —— y et on sait que les solutions de cette équation (E')

sont les fonctions f définies par: flx)=Ke 'f’f, avec K e .

Exercice 20 : Equations différentielles

1
Lobjectif de cette partie est d'étudier I'équation différentielle: (E)  y'=y-— 5 1

1 6 1 36
1. Ona - 2 "
nafe-glf Wl == -5 (1+5e-%)2
__6 6 _80+5e %6 __ 30e* W
1+5e~* (1+5e-%)?2 (1+5e-%)2 (1+5e-%)2

Donc f est bien une solution de I'équation (E).
2.+ Lessolutions de I'équation y' = —y sont les fonctions définies sur R par x —
Ke “avec KeR;
« Lafonction constante x — é est la seule fonction constante solution de I'équa-
tion a résoudre;

» Les fonctions solutions de I'équation différentielle proposée sont les fonctions
définies par:

x

1
x—‘g+Ke‘ avec K eR.

1
3. a. Onadonc: h'(x)=-h(x)+ i

_ g
(gx?
Léquation précédente devient :

g'x) 101 - 2
_ = ——— + — soit en multipliant par [g(x)]
g gl 6 prantparis

Orsih(x) = L, alors k' (x) =
g(x)

-g'(x) = —glx) + %lg‘(x]]2 = g'(x) = glx)— %[g(x)lz ce qui signifie que la

1
fonction g est une solution de I'équation différentielle y' = y — =2

Exercice 21 : Intégrale

1. [ estcroissante sur [0; +oo[, dong, pour tout x 2 0, f(x) = f(0).
Or f(0) =0donc f(x) = 0sur [0; +ool.

4
2. Soitl'intégrale: I = f flx)ydx.
2

3. Les solutions f de I'équation (E) sont telles que pour x € [0; +oo[,

1
flx)+ zf[x) =20e"1* ou d’aprés la question 1. :

Flx)+ if(x) =g'(x)+ ig(x) = flx-gx= %[f(x) - g(x)] soit
par linéarité de la dérivation :

(f-g'x)+ %[(f— gl(x) = 0 : ceci signifie que la fonction f - g
est solution de (E') c'est-a dire que

flx)-glx) = Ke i = flx)= Ke-i* +g(x) ou

enfin f(x) = Ke T +20xe 1" <

F(x) = (20x+K)e T, avec K € R.

Les solutions de (E) sur I'intervalle [0 ; +oo| sont donc les fonctions f définies par
fx)= e~ i¥(20x+K), avec K € R.
4. Ona f(0)=8 < (20x0+K)e?=8 < K =8, donc:

fx) = (20x+8)e ¥ =4(5x+2) e TF,

&m0 = g

Puisque m est positif, alors 6me™ l'est aussi et 1+ me ™" = 1> 0, donc finale-

1
ment gm(x) > 0 quel que soit le réel x. La fonction h,, définie par fip,(x) = m
X,
est donc bien définie sur R. "
1 1+6me™ 1
Or hyp(x) = T = — = 5 + me~* et on reconnait une solution de
X

m
I'équation différentielle de la question 2..
On a ensuite vu a la question 3. a. que si la fonction h,, était une solution de

1 1
V=-y+ P alors g,, était elle solution de I'équation y' = y - gyz

[ étant positive sur R* I'est sur I'intervalle [2; 4], donc [ est égale (en unités d'aire) a
I'aire de la surface limitée par la représentation graphique de f, I'axe des abscisses et

les droites verticales d'équations x =2 et x = 4.

3. On admet dans cette question que, pour tout nombre réel x € (2 ; 4], on a I'encadre-

ment:0,5x—1< f(x) <0,25x+0,25.

Sur I'intervalle [2; 4], 'intégration conserve I'ordre donc :

4 4 4
0,5x-1< f(x) <0,25x+0,25 ==»f 0,5x-1)dx gf flx)dx gf (0,25x+0,25)dx
2 2 2

xz 4 2 4
==»[—7x <1< | 4025¢
4 2 8 2
1 1
ﬁ-4—4—(1—2]€.f€2+1—l§+§)

=112



Exercice 22 : Intégrale
1. a. festdelaformeux vavecu(x)=4x—-2et v(x) —e ¥ 3.
Onadonc u'(x) =4 et v'(x) =-1xe !,
f'=u'v+v'udone, pour tout réel x positif :
@ =axe ™ o Ixe ™! x (@x-2)=(4-4x+2)e ! = (~4x+6)e "L

b. Déterminons le signe de —4x+6: —-4x+6>0 < 6> 4x

3
— —
3 >X

Fl0)=(4x0-2)e 0 =_2e
et f [g) = [4 x % —2] et =gt

On a donc le tableau:

les images pertinentes sont :

=

(la limite en +oco est admise).

x 0 2 +
- o0
2
signe de —4x+6 + 0 -
signe de e **! + +
signe de f'(x) + 0 -
1
d4e z
variations de f / \
—2e 0

c. Pour tout réel x positifona:
[ =—4xe ™ —1xe ! x (—4x+6) = (—4+4x—B)e ™! = (dx - 10)e~*+!

Déterminons le signe de 4x-10: 4x—-10>0 < 4x>10

5
= X>=-
2
x 0 2 +co
2
signe de 4x—10 = 0 +
signe de e **! + +
signe de f"(x) - 0 +
. 5 5
La fonction f est donc concave sur |0; 3 et convexesur | =; +oo|.

5
Le point A, d'abscisse 3 est un point d'inflexion de la courbe représentative de f.

3
a. La hauteur du point de départ est égale a f [5] =4e~% ~2,426

soit 2,43 m au centimetre pres.

b. Laire, en unité d'aire, est égale a l'intégrale I calculée a la question 3.
Lunité est le métre, une unité d'aire est donc égale a 1m2.

On veut donc couvrir une surface de :

3,62
De plus: —— = 4,525
0,8

75
To0 ™ 4,82m? soit environ 3,62 m?.

1l faudra donc 5 bombes de peinture pour réaliser cette ceuvre.

2. a. Soit F la fonction définie sur [0 ; +oo[ par F(x) = (ax+ ble~**! avec a et b deux nombres

réels.

F est dérivable sur [0 ; +oo[ comme produit de fonctions dérivables sur [0; +ool.
Pour tout réel x positifona:

Fl(x)=1xe " —xe " x(ax+b) = (a—ax—be "' =(—ax—b+a)e
Festune primitivede f < F'=f

—x+1

(—ax—b+ale ™' = (4x-2)e™**!

(—ax—b+a)=4x-2)
{—a=4
—
a—h=-2

a=-4
{b=a+2=—4+2=—2
F(x) = (~4x - 2)e"**! est une primitive de f sur [0; +col.
8 8
E

— VxeR*

—x+l

= VxeR" car e >0

par identification des coefficients

b. I=

ES
2

I=4,821 s0it 4,82 21072 pres.

fdx = [(~4x-2e 1]

3

3
= (—4x 8—2)3’8“—(—4 x E—z]eff“ =—34¢ 7

_1
+8e 2



